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RESUMEN. 
El objetivo de este trabajo consiste, en la obtención 
de un algoritmo general para calcular la temperatura y el 
flujo de calor unidireccional, en el caso transitorio, 
cuando se tiene una pared formada por N capas de diferentes 
materiales. 
Partiendo de una solución general para la temperatura 
donde ésta se expresa mediante dos series infinitas, en las 
cuales aparecen dos funciones del tiempo desconocidas junto 
a sus derivadas temporales, y después de eliminar una de 
ellas y sus derivadas, se obtiene un algoritmo sencillo de 
usar en donde la búsqueda de la función desconocida se re-
duce a resolver un sistema de ecuaciones lineales teniendo 
por incógnitas las derivadas temporales de dicha función. 
Una vez conocidas las incógnitas mencionadas anteriormente 
se calcula la temperatura en puntos especificos y el flujo 
de calor a través de las N capas en los siguientes casos: 
1.- Manteniendo la conductividad térmica de cada 
una de las N capas constante e independiente de 
la temperatura. 
2.- Considerando los cambios en la conductividad 
térmica en función de la temperatura. 
3.- Tomar en cuenta los cambios de la temperatu-
ra que calienta al sólido con el tiempo. 
El empleo del algoritmo evita encontrar la solución 
analítica mediante la ecuación diferencial parcial de 
Fourier en cada uno de los casos anteriores donde la solu-
ción implica, además de sus dificultades matemáticas: 
1.- Calcular la expresión de la temperatura para N 
capas. 
2.- Resolver la ecuación diferencial parcial no 
lineal de Fourier cuando la conductividad 
térmica cambia con la temperatura. 
3.-Encontrar la función de Green cuando la tempe 
ratura del medio que calienta al sólido formado 
por las N capas, cambia con el tiempo. 
Además, al resolver algebraicamente el sistema de ecua 
aciones lineales mencionado anteriormente, se obtiene un 
algoritmo particular, con la característica de que el tiem-
po de cómputo se reduce notablemente. La desventaja del 
algoritmo particular como en todos los casos es que no es 
generalizable. 
El algoritmo particular ha sido utilizado en un 
programa global que simula el proceso de reducción de 
mineral de hierro. Los datos obtenidos con el simulador 
global, concuerdan con los datos experimentales recopilados 
en planta, validando con esto indirectamente este trabajo. 
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1. INTRODUCCIÓN. 
Existe una gran variedad de reactores industriales, 
dentro de los cuales se tienen los de la industria del ace-
ro, a estos reactores como en otros de otras industrias, se 
les puede suministrar materia prima de una forma continua o 
por lotes; en la segunda forma se tiene una clase particu-
lar de reactor llamado de lecho fijo, donde en el caso de 
la reducción directa el mineral tiene un tiempo de 
permanenencia suficiente para efectuar su reducción 
mediante gas proceso previamente calentado. 
Las paredes de los reactores de lecho fijo de la indus 
tria del acero están formados por capas múltiples, dentro 
de los cuales cabe mencionar tres : 1) la capa interna for-
mada de material refractario, usado por su alto punto de fu 
sión y resistencia a la abrasión producida por el material 
en proceso en el interior ? 2) una capa de concreto 
aislante para evitar pérdidas de energía calorífica, y 3) 
una coraza de acero que forma la estructura externa del 
reactor y que además, sujeta a las capas del aislante y 
refractario. 
En los reactores de lecho fijo el proceso transcurre 
en el estado térmico transitorio, debido a que se carga el 
reactor con material a temperatura ambiente; se calienta 
éste junto con las paredes del reactor mediante el gas 
proceso que ya está caliente, y sin que la pared del 
reactor llegue al estado estacionario se concluye el proce-
so, por lo cual, al iniciar el ciclo de enfriamiento se 
enfría tanto al material procesado como al reactor, median-
te un gas inerte frío. 
En el caso de un proceso de reducción directa en lecho 
fijo en que se requiera predecir el grado de reducción del 
mineral, es necesario calcular la pérdida de energía 
calorifica a través de las paredes, y con ésto, evaluar la 
energía calorífica disponible para que se lleven a cabo las 
reacciones para la reducción. 
Este trabajo surge de la necesidad de desarrollar una 
herramienta que permita calcular, en un tiempo mínimo, la 
temparatura y la pérdida de energía calorífica a través de 
las capas que forman la pared compuesta del reactor. 
Un caso particular del algoritmo desarrollado en esta 
tesis, se implemento como parte de un programa donde se si-
muló el proceso de reducción directa de mineral de hierro 
en lecho fijo por lotes. Las predicciones obtenidas median-
te la simulación resultaron en buena concordancia con los 
datos obtenidos en planta, validando con esto de manera in-
directa la metodología que empleamos para calcular la tempe 
ratura y la pérdida de calor a través de las paredes del 
reactor. 
El objetivo de este trabajo consiste pues, en encon-
trar un algoritmo general con el cual se calcule la tempera 
tura y el flujo de energía calorífica a través de una pared 
formada por N capas de diferentes materiales. Además, se 
traza como obj etivo el que la metodología de cálculo posea 
las características siguientes: 
1.- Que permita cambiar, por cada intervalo de 
temperatura pre-definido, los parámetros que 
sean función de la temperatura. 
2.- Que tome en cuenta los cambios de la tempe 
ratura del medio caliente cuando ésta cambie 
con el tiempo. 
Los valores de las temperaturas y del flujo de calor a 
través de las N capas obtenidas mediante nuestro algoritmo 
se comparan con los valores encontrados por medio de la so-
lución analítica de la ecuación diferencial de Fourier, re-
suelta para dos casos particulares dados en los apéndices C 
y D-
I I .) PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 
Para cumplir el objetivo mencionado en la introducción 
se plantea el siguiente problema, en el cual, al indagar la 
solución nos conduce al algoritmo buscado. 
Se pretende desarrollar un modelo matemático lineal, 
aproximado, para el caso unidimensional transitorio, el 
cual permita evaluar las temperaturas en las fronteras o en 
puntos internos de N sólidos planos semi-infinitos homogé-
neos e isotrópicos de espesores Li en contacto térmico, 
existiendo resistencia térmica de contacto en las fronteras 
sólido-sólido, con un coeficiente de transferencia de calor 
hi. En la frontera x=0 se tiene un coeficiente convectivo 
ho y una temperatura Ta constante para x « 0 . En x=LI + . . +LK 
se tiene un coeficiente convectivo hw y en X » L I + . . . + L N 
la temperatura es Tg(t) dependiente del tiempo, figura 1. 
h o hi h 1 -1 hi h N-l hH 
Ta Tg (t) 
» X 
: • L 1 i < i < L1 • LN 
Figura 1.- N capas en contacto térmico. 
I I I .) ANTECEDENTES 
el libro de J.Fourier [1], se encuentra una 
solución analítica general que se aplicará a cada una de 
las capas del problema planteado. En el mismo libro se 
encuentra la deducción que se reproduce a continuación. 
Una solución analítica general de la ecuación de 
Fourier, 
3tT(x' ,t) = K al- T(x',t), (1) 
formada por una serie infinita de términos de acuerdo a 
potencias ascendentes de x', se genera de la siguiente 
forma. 
< i ) 
Usando (1) y denotando por f(t) la i-ésima derivada 
temporal de la función f(t), se tiene 
ax,2T(x',t) = —^ - 3tT(x',t) , integrando con respecto a x' 
dos veces se escribe; 
T(x',t)=To(t) + g°(t) x'+ Jdx'J"atT(x' ,t)dx' (2) 
Derivando i-veces T(x',t) con respecto al tiempo t; 
( i) ( i) . r r i i 
atlT(x',t) = To(t) + go(t) X' + I dx' I dt T (x', t) dx' 
y sustituyendo en (2), atlT(x',t) e integrando, se obtiene 
la siguiente expresión: 
T (x', t) = To (t) + go(t) x' + 
(i) (i) I vf I Av' f Jdx'J dx'[ To(t) + go(t) x' + 3t2T(x',t)dx'] , 
continuando con la sustitución de las derivadas temporales 
e integrando, se obtiene la siguiente expresión para la tero 
peratura: 
" Til " ~ IT) 
T(*',t) = To (t) + —-— To (t) X' + — — T o ( t ) X'4 + .... 
2 ! X 4 ! X2 
+ go(t) x' + -i-g.(t) —=—r go(t) (3) 
3_IK 5 IX 
donde To(t) y go(t) son dos funciones arbitrarias del tiem-
po con las siguientes propiedades: 
T(0,t) = To (t) (3-1) 
0*-T(x',t) I = go(t) (3 -2 ) 
x ' =0 
La solución analítica general (3) , consiste en dos 
series infinitas donde aparece en forma explícita la varia-
ble posición y de forma implícita la variable tiempo. Las 
dos funciones del tiempo, la (3-1) y (3-2), son desconoci-
das, y para encontrarlas se propone truncar las series a un 
número finito de términos, obteniéndose con ésto, valores 
aproximados de la temperatura y del flujo de calor. 
IV.) DESARROLLO DEL MODELO. 
En este tema se desarrolla el modelo matemático lineal 
que consiste, en la aplicación de la ecuación (3) y sus pro 
piedades en cada una de las capas, conduciendo de esta for-
ma a la generalización de las expresiones de las temperatu-
ras y flujos de calor en y a trevés de las N capas. 
IV.1) ADECUANDO LA SOLUCIÓN. 
para simplificar el desarrollo futuro, se procede a 
cambiar la variable posición x', dada en metros, por una 
adimensional, denotada por x. 
En el sólido formado por N capas, se escribe para la 
i-ésima capa la temperatura, dada por (3), como: 
i < n 2 1 (2) 4 Ti , t) = Toi (t) + — — T0i(t) X'¿ + — — T o i ( t ) x' +... 
2 ! Ki 4 i X? 
i (1) i (2) ...+ goi(t) x'+ — g o i (t) — — g o i ( t ) x> +.,. 
3!Xi 5»Xi 
I - I I - I 
con X Lj^ x'z £ Lj + Li , este dominio se puede escribir 
j=i J=i 
I - I 
I LJ 
J=i 
como O Í — = s 1 L I 
entonces podemos re-escribir Ti(x',t) de la siguiente forma 
T ? < n 1 - 1 2 Ti(X',t) = Toi(t) + Toi(t) [(x'- Z LJ ) / L O + ••• 
2!X i j = i 
1-1 3(1) 1-1 3 
+L1 got (t) [ (X'- Y. Lj )/Li] + gol (t) [ (*'- £ Lj )/Li] +. . 
j = i 3! Xi j=i 
Esta forma de solución satisface a la ecuación diferencial 
parcial (1) y a las igualdades (3-1) y (3-2) con la ventaja 
de poder definir una variable x adimensional cuyos valores 
se encuentran entre cero y la unidad en cada capa. 
1 - 1 2 Definiendo * = (x'-£Lj)/Li , oti= Li/Xi y Goi(t)=Li goi (t) 
j=i 
se tiene 
( 1) 2(2) Ti(x,t) = Tov(t) + Toi (t)X Toi (t) Jf4 + 
21 Al 
(1) 2 (2) 
+ Goi (t) X f Gol (t) Jf3+ Gei(t)x s+... 
3! 5 i 
con Os x si 
o en forma compacta 
® „. i (J> 2J « Í TJ> 2 J+L 
=l ( F H R T O L < T ) X + I T ^ 5 + I T Í Goi ( T ) X , (4) J=0V J' J =0 J ' 
con Os x si 
donde se cumplen las siguientes propiedades 
Tl(0,t) = Toi (t) (4-1) 
3xTi (X, t) j = Gol (t) ( 4 - 2 ) 
x = 0 
IV .2) CRITERIO DE CONVERGENCIA. 
En la expresión para la temperatura Ti(jr,t) dada por 
la serie infinita (4), aparecen Toi (t) , Goi (t) y sus deri-
vadas. Se tomará cada una como una serie. 
De la referencia [2], página 22, se cita el criterio 
de D'Alembert para la convergencia absoluta de series infi-
nitas como sigue: 
"We shell now that a series U1+U2+U3+. . is 
absolutely convergent, provided that for all values of 
n greater that some fixed value r, the ratio |un+i/un| 
is less than p, where p is a positive number 
independent of n and less that unit." 
Aplicando el criterio a las series de (4), se tiene que 
éstas convergen para toda x y t si 
In • 1 ( n + 1 ) i i n+1 ( n +1) , , «1 _ 2(n«-l> «I r , 2(n+lWl [ 2 (n+1) ] ! X 1 1 [2(n+1)+1]! | < 1 I n (n) • ' • n (n) . 
I ~2Kl TOI * I | T2H+1) ! G O 1 * | 
donde después de simplificar se tiene que 
(n + 1 ) (n+1) 
a i 
R
2 ! Y ^ «I ^ X 2 1-GLLL < I , (2n+l)(2n+2) (n) 1 (2n+2)(2n+3) (n) 
| Toi | J Goi | 
como ai es constante en cada capa , entonces los factores 
a I y T o ^ T T ^ X T T ^ 2 s e r á n menores que la (2n+l)(2n+2) J (2n+2)(2n+3) 
unidad para alguna n > r ( ver apéndice A ) , de donde, las 
condiciones que deben cumplir las funciones arbitrarias del 
tiempo Toi (t) y Goi (t) para la convergencia son: 
(n+1) (n) 
I T°> L<L T O LL (5 ) 
(n+1) (n) 
| Goi |<| Gol | [ 5 - 1 ) 
IV* 3 ) COEFICIENTES GENERATIVOS. 
El objetivo de este tema consiste en encontrar la tem-
peratura y su gradiente en cada capa como función lineal de 
Gol y sus derivadas temporales, solamente. 
Para esto se evaluará la temperatura y el gradiente de 
ésta en x~l, en la capa 1, donde se definen los coeficien-
tes ai,j y bi,j. De la misma forma en la capa 2 donde se 
definen a¿. j y bz,¡. 
Se generalizan los resultados anteriores para la capa 
n-ésima. 
Se hace notar que ho y representan los coeficien-
tes de transferencia de calor entre los medios adyacentes a 
los planos que limitan el sólido compuesto, y hi,h2,..hN-i 
son los coeficientes de transferencia de calor en la 
frontera entre dos capas. 
I V . 3 - 1 ) CAPA 1. 
En la primera capa la serie (4) toma la forma 
( 1 ) 2(2) 
Ti (x,t) = Toi(t) + Toi(t)x2 Toi (t) Jf4 +. ... 
2 1 4 1 
( 1 ) 2 ( 2 ) 
....+ Gol (t) X" + Goi(t)x3+ — — Gol (t)Jf5+. . (6) 
31 5! 
con Os x si 
con las propiedades 
Ti ( 0 , t) = Toi ( 6 - 1 ) 
3xTi (x,t) | = Gol ( 6 -2 ) 
x = o 
IV - 3 • 1 -1) CONDICIÓN FRONTERA EN X=0, EN LA CAPA 1. 
[_a condición frontera en x=0 es 
—-3xTi (X,t) I = ho [ Ti (0 , t) - Ta] (7) 
x =0 
en la cual se sustituye (6-1) y (6-2) con el fin de despe-
jar Toi (t) .Omitiendo la dependencia temporal, se tiene que 
Tol = Ta + Ro Gol ( 7 - 1 ) 
con Ro = ki/(Li ho) (7-2) 
I V - 3 - 1 - 2 ) EXPRESIÓN PARA LA TEMPERATURA EN X-1 , CAPA 1 
^valuando (6) en x=l y llamando Ti = Ti(l,t) se 
escribe 
(1) 2(2) (1) 2(2) 
Ti=Toi + Toi Toi+» . + Goi+ -ÍLL Goi+ a i Goi+.. 
2! 4 i 3 i 5 i 
o en forma compacta 
00 J ( j ) 00 J ( ) ) 
Ti - Xifrri T»1 + hfj+iri (a) J =0 X J ' J =0 v J ' 
Sustituyendo (7-1) en (8) y agrupando 
T 1 - T * + l ( R ° T W I ] ' ^ ' 
entonces la igualdad anterior se transforma en 
® ( j ) 
Ti = Ta + £ ai.j Gol (9) 
J =O 
con ai, j = R ^ y r + ("j+i) • CS~l) 
I V » 3 « 1 « 3 ) EXPRESIÓN PARA EL GRADIENTE DE LA TEMPERATURA 
EN x=1. 
Denotando al gradiente de Ti(x,t) evaluado en x=l 
por Gi, se tiene de (6): 
(1) 2(2) (1) 2(2) 
Gi = ai Toi + a i Toi+..+Goi + G01+ G01+. . ., 
3! 21 Al 
o en forma compacta, 
» J (J) » J (J) 
Gl =^,12^11! + l 0 12371 
Sustituyendo las derivadas temporales de (7-1) en Gi y agru 
pando los factores comunes, se expresa 
GO ( 
I 1 j = i 
J J % (J> 
G, = Go, + ) I R o p ^ , + fjjy,! G.1 
entonces,se escribe, 
« (j) 
Gi = £ bi.j Goi (10) 
j = o 
c o n bl,j = R o _ ? i i . ! + ( 1 C H ) 
donde se define bi,o = 1 (10~2) 
I V . 3 - 2 ) CAPA 2 
£n la capa dos se tiene la siguiente expresión, 
( l) 2(2) 
T2(X,t) = To2(t) + To2 (t)X2 To2(t)jf4+ 
21 4! 
( 1 ) 2 ( 2 ) 
. . . .+ Go2(t)X + — — Go2(t)X3+ — Go2(t)XS + . . . (11) 
3 i 51 
con Os x si 
con las propiedades 
T2(0,t) = TO2 ( 11 -1 ) 
flxT2(X,t)| = Go2. ( 1 1 - 2 ) x = 0 
I V - 3 - 2 - 1 ) CONDICIÓN FRONTERA EN X - 0 , CAPA 2 . 
La condición frontera en x=0 es 
^3xTi(x,t) I = hi[T2(0,t) - Ti (1, t) ] (12) 
X = 1 
= ga xT2(* f t ) I (13) 
x =0 
usando (11-1) en (12) se despeja T02 obteniéndose 
T02 « TI + RI Gi ( 1 2 - 1 ) 
donde Ri = ki/(Li hi) (12~2) 
y sustituyendo (11-2) en (13) y despejando G02 se llega a 
que 
Go2 = <32Gl (13-1) 
con 0 2 = ( K L / K 2 ) ( L 2 / ( L I ) (13-2) 
reemplazando, en (12-1) y (13-1), a Ti y Gi dadas por (9) y 
(1°)i Y después de agrupar términos semejantes; se encuen-
tra que 
« c i) 
TO2 =Ta + £ ( ai.j + Ri bi.j) Goi (14) 
J =o 
CO ( j ) 
GO2 = 02 Y bl» J Go1 (15) 
J =0 
I V - 3-2- 2 ) EXPRESIÓN PARA LA TEMPERATURA EN X=1, CAPA 2 . 
^valuando T2(x,t) en x=l y escribiéndola en forma com-
pacta T2=T2(1, t) se encuentra que 
» j (j) » j (j) 
=jZoTffr. T°2 + I m r x r ¡ G°2' 
sustituyendo (14) y (15) en la igualdad anterior y después 
de distribuir las sumas de las j se tiene 
CO J , CO ( J + I) 
T2 = T« + y TyfTi Y ( ai.i + Ri bi.i) Gol + . . . 
J =0 ^ ^ L =0 * 
ta j , ® \ ( J • 1 ) ^ I I G o' ' j =0 X J ' K i =0 ' 
aplicando la identidad (B-l) del Apéndice B ,se encuentra 
« R J I -I ( J ) 
T2 = Ta + T \ £ ^JJJ ( a l , J _ l + R l bl'J_l) f Gol + . . . 
1=0 -I 
00 r J 1 < J > 
+ ^ I [ l T2TTIy . Go1 ' j =0 L i =o v ' -I 
y arreglando 
T 2 = T a + I ( I ffrí^.J"1 + Rl bi,j-i) j =o Liso 
... + V «X21 1 ( , ) e\l o (21+i)T bl'J-1) Go1-
entonces se escribe, 
» (j) 
Tz = Ta + ^ a2,j Gol (16) 
j = o 
con 
aa'J = I firí*1'^ + R l bl-J"0 + *aí T2TTIT'bl'J-1 (16-1) 1=0 1 = 0 v ' 
T2 corresponde a la temperatura en la capa 2 en función 
lineal de Gol y sus derivadas temporales, esto es, del gra-
diente de la temperatura de la capa 1 evaluado en 
I V - 3 - 2 - 3 ) EXPRESIÓN PARA EL GRADIENTE DE LA TEMPERATURA EN 
x - 1 , DE LA CAPA 2 . 
para el gradiente de T2(r,t) evaluado en x-1 se tiene, 
03 I ( I ) 00 1 ( n 
sustituyendo T02 y Go2, dadas por (14) y (15), y sus 
derivadas, y aplicando las identidades (A-l) y (A-4) del 
Apéndice A se tiene, 
eo r- i - ( 
= I\ 1Z1(2?=l)i( ai'J"1 + R l bl'J-0) 
® r J i -i < J) 
I~fvT b l , J~ lf Go1' j =o L t =0 1 * J 
adelantando la segunda suma de j=0 a se escribe G2 
como 
O r ^ i 
G2= (32 bi,o Gol + I (2?-l) ! [ai,J~' + R l bl'J-0 + 
J 1 -1 ( J> 
-ffr toi.j-ij Gol, 
j 
.. + 
con lo cual podemos expresar G2 de la siguiente forma: 
00 (j) 
G2 = £ b2,J Gol (17) 
j = 0 
j 
con b2,j = £ (2^-1) \ (ai,i~* + R l b l » > 1 ) + 
i = 1 
j 1 
...+ 02^ bl,j-i (17-1) 
1 = 0 
I V - 3 - 3 ) CAPA N . 
Se ha expresado la temperatura y el gradiente en x=l, 
como función lineal de las derivadas temporales del gradien 
te de la temperatura de la primera capa evaluada en x=0. 
Ahora se generaliza a cualquier capa, tomando como base 
los resultados anteriores. 
De manera general la temperatura en la capa n se escri_ 
be de la siguiente forma: 
( 1 ) 2(2) 
Tn(X,t) = Ton (t) + Ton(t)*2 4 ttn Ton(t)X* + 
21 4! 
( 1 ) 2(2) 
+ Gon (t) X" + Gon(t)x3+ Gon(t)XS+... (l8) 
3 í 5» 
con Os x si 
con las propiedades siguientes: 
Tn ( 0 , t) = Ton (18-1) 
5xTn(X,t) | = Gon. ( 1 8 - 2 ) 
x = 0 
I V - 3 - 3 - 1 ) CONDICIÓN FRONTERA EN X=0, DE LA CAPA N. 
(_a condición frontera en x=0 es 
^"'SxTn-l(X,t)| = hn-l[Tn(0,t) -Tn-l(l,t)] (19) Ln-1 x = 1 
= ^SxTn(X,t) | (20) Ln x =0 
donde el lado izquierdo de (19) es válida para n>l y 
To(l,t)= Ta.Con ayuda de las propiedades (18-1) y (18-2) se 
obtiene al igualar los lados derechos de (19) y (20) 
Ton = Tn-l + Rn-l Gn-1 (19~1) 
con Rn-l = kn-l/(1*1-1 hn-l) (19~2) 
e igualando el lado izquierdo de (19) con (20) 
Gon = £n Gn-1 (20"1) 
donde |3n = (I^/I^-i) (kn-i/kn) (20~2) 
Generalizando (14) y (15) se tiene para la capa n, 
® (j) 
Ton =Ta (an-l,J + Rn-l bn-l,J ) Gol, (21) 
J=0 
® ( J) 
Gon = $n bn-1, J Gol. (22) 
J =0 
Se definen las siguientes constantes con el fin de 
tomar en cuenta la capa 1. 
Para n=l 
/3i = 1 (23) 
ao,j = 0 para toda j (23-1) 
bo.j = 6oj (23-2) 
Go = Goi (23-3) 
ko = k! (23-4) 
Lo = Li (23-5) 
To = Ta (23-6) 
I V » 3 - 3 . 2 ) EXPRESIÓN PARA LA TEMPERATURA EN X=1, CAPA N. 
^valuando Tn(x,t), dada por (18), en x=l, Tn(l,t) se 
escribe por 
M „ J ( i ) » j { j) 
(j) (J> 
sustituyendo Ton y Gon en la igualdad anterior, Tn se trans-
forma en 
05 J , 00 ( j • i) .. 
Tn = Ta + y~7TTTl Y ( ^n-1,1 + Rn-1 bn-l,l) Gol + ... 
j ' * ^  1 =0 / ® a j / oo < j + i) > I (2j + l) ! I ^ 1 ' 1 G o 1 ' j =0 ' K l =0 ' aplicando la identidad (B-l), del apéndice B, se encuentra, 
i 
después de factorizar Goi, que 
» r 3 i 
Tn = Ta + Z 1 I 75TT» (an-l.J-l + Rn-l bn-l,J-i) + .. )=0Li=o * '' 
definiendo la temperatura Tn de la siguiente forma, se 
tiene 
« ( j) 
Tn =Ta + ¿ an.j Gol (24) 
3 = 0 
J , 
con an,j = £ T§TTi (an-1'-1™1 + Rn"1 kn-i.J-1) + ••• 
J 
i =o v ' 
I V - 3 - 3 - 3 ) EXPRESIÓN PARA EL GRADIENTE DE LA TEMPERATURA EN 
X=1, CAPA N 
Para el gradiente de Tn(if,t), evaluado en x=l se 
tiene, 
« a J (J) ® a n J (J) 
G n = j Z i T 2 A T ! Ton + l 0 T23T1 Gon' 
sustituyendo Ton y Gon, dadas por (14) y (15), y sus deri-
vadas, y aplicando las identidades (B-l) y (B-4) se tiene, 
00 T J an1 "1 ( J 5 Gn = X Z (2 Í -1)'! ^  + bn-l.J-l) j" Gol + ... 
00 r j 1 1 ( i > 
J =0 L i =0v ' J 
adelantando la segunda suma de j=0 a j=l,y agrupando se 
consigue escribir Gn como 
Gn « £n bn-1,0 Gol +... 
B> r j 1 
' • X 1 Y. T T ^ l T 1 ( a n _ 1' J _ 1 + R n _ 1 bn-i,j-i) + ... 
J = 1 Ll = 1 ^ ' ' 
J an1 1 1 J ) . . . + /3n£ . " | bn-1, j-i l Gol, 
i = 0 1 ' -I 
con lo cual podemos expresar Gn de la siguiente forma: 
co ( J) 
Gn = £ bn.j Gol ( 2 5 ) 
J = 0 
1 
c o n bn.J = ^ ( 2 ^ - 1 1 1 t 3 " - 1 ' ^ 1 + bn-1,J-i) + . . . 
i = 1 ^ ' " 
j 
1 7F77 .BN-1 .J -1 ( 2 5 - 1 ) 
I V - 3 - 3 - 4 ) EXPRESIÓN PARA LA TEMPERATURA T » ( 
J_a temperatura Tn (x, t) expresada por (18) se escribe 
en función de Ton y Gon dadas por (21) y (22) de la siguien 
te forma. 
- ÍT^TT! + Í T W ! * 2 J * l l ¿ ° - (26) J = 0 v J ' J =0 v J ' 
sustituyendo Ton y Gon, y aplicando (B-l),y después de 
< J) (J) factorizar Ta y Goi 
co J 1 
Tn(X,t) = Ta + £ j £ jJ-y.X2 1 (an-l,j-l + Rn-1 bn-l,J-l) -»-... 
j =0 M = o ^ ' ' 
' aí 2 í * i l'J' . . . + 0 n £ ^ " , X 2 * * ^ n - l . J - l \ G o l , 
l=o 1 ' J 
o de manera compacta 
« ( j) 
Tn(x,t) =Ta + ^ Fn,j(*)Gol, (26~L) 
j =0 
donde: 
J an1 F n , j ( x ) = V J 2 ~ \ I X (an-l,J-i + Rn-1 bn-l,J-l) + . . . 
1 = 0 1' ' 
j 
i =0 v ' 
Con la expresión (26-1) se alcanza el objetivo plantea 
do de tener la temperatura de cada capa en función, de Goi y 
sus derivadas temporales. Lo que nos resta es solamente 
definir de forma operacional esta última función 
Gox, pa ra 
lo cual se hará uso del balance de energía aplicado al 
sistenra formado por las N capas, en el siguiente tema. 
I V - 4 ) BALANCE DE ENERGÍA. 
Conociendo el gradiente de la primera capa Goi, se 
tiene el flujo de calor hacia el medio frió. 
Mediante el balance de energía aplicado al sistema 
formado por las N capas, se logra expresar Goi en función 
lineal de sus derivadas temporales. 
Denotando por qn, el flujo de energía por unidad de 
área y tiempo, se tiene para la capa n, figura 2, que 
kn = ~ 0xTn (A , t) | = ^ Gn. 
* = 1 
En la capa 1, cuando jf=0 se tiene 
q0 = ho ( Tol - Ta ) 
qo = a xTi(*,t)= Goi, 
(27) 
(27-1) 
y para en la capa N, 
qK = hN ( Tg - TN ) (28) 
(28-1) 
entonces, de la conservación de la energia, se encuentra; 
¿N = g 6XTH(X,t) GN, 
x = 1 
ho hi h n-1 hn hN-1 hN capa n 
Ta 
x = (x'-L')/Ln 
i < • : Ln 
Tg (t) 
X 
\ < • i • LN ' 
Figura 2.-En la figura q^ son los flujos de calor, 
n-l 
y L'— l Lj. 
J=i 
qN = £ pn ln Cpn 3t<Tn(X",t) > + qo 
n =1 
donde <Tn (jf, t) > es la temperatura promedio de la capa n, 
definida por 
<T*(x,t)> = | Tn(x,t)dx. (30) 
Sustituyendo e n l a definición de la temperatura 
promedio, (30), la expresión de T(x,t) dada por (26), y 
después de integrar, se obtiene 
® c J) 
<Tn(X,t)> = Ta + ¿Cn.j Gol, (31) 
j =0 
j i 
con Cn.j = £ y—j-^y, (an-l.j-i + Ra-! bn-l.j-l) +... 
1=0 ' 
p n I 0 J ^ T 2 j - i (31-1) 
(j) 
I V - 5 ) EL GRADIENTE G 0 1 EN FUNCIÓN DE G 0 1 CON J * 0 . 
para encontrar G©i se sustituye ¿jo y (27-1) y 
(28-1), en (29) obteniéndose la siguiente expresión 
T ® (J) -i 
Gol = /So Gn £ sj G o 1 r (32) 
j =i J 
con fio = - g - g (32-1) 
Sj = £ Dn Cn, J-l ( 3 2 - 2 ) 
n =1 
Dn = pn Ln Cpn ( 3 2 ~ 3 ) 
(j) 
IV - 6 ) T N EN FUNCIÓN DE G 0 1 CON J * 0 . 
Jn se encuentra dada por (24); donde aparece Gol, 
para eliminarla se adelanta la suma de j=0 a j=l y factori 
<J> zando Gol, después de sustituir Goi dada por (32) , se tiene 
09 (j) 
Tn =Ta + an,o ^o GH + ^ en,) Gol 
i = 1 
Li r n en, J = an,J - an,o 2, Cs/j-1 
( 3 3 ) 
( 3 3 - 1 ) 
s =1 
, (j) 
I V - 7 ) EL GRADIENTE G N EN FUNCIÓN DE G 0 1 CON J * O. 
Sustituyendo (32) en la expresión para Gn, (25) , se 
tiene 
-
Gn = bn, o fio GN + V gr»,J Gol (34) 
J = 1 
Li N con = bn, J - bn o ^ £ Ds Cs,J-l (34-1) s= 1 
Las relaciones (33) y (34) forman el sistema 1ineal 
de ecuaciones buscadas, donde para un tiempo t las incógni-
tas son las derivadas temporales de' Goi. 
Al tener N capas se calculan N temperaturas Tn y N gra 
dientes Gn, en total 2N datos, que pueden ser por ejemplo, 
las temperaturas y gradientes iniciales, obligando a 
truncar las series y a tomar 2N términos de las series (33) 
y (34), obteniéndose un sistema 1ineal con 2N incógnitas. 
Las ecuaciones son 
2 M ( J ) 
£ en, J Gol = Tn - Ta - an,o fio GN ( 3 5 ) 
J * 1 
2N í j ) 
Jgn.J Gol = Gn - bn, o fio GN (36) 
j = l 
donde n=l,..,N 
Igualando el lado derecho de (28) con (28-1) se tiene 
Con esto, la búsqueda de la función desconocida Goi, 
que depende del tiempo,se ha reducido a la solución de un 
sistema de ecuaciones lineales, donde las incógnitas son 
< J) las derivadas temporales de ella o sea Goi(t). 
(J) 
Conocidas las Goi, se calculan las temperaturas Tn y 
los gradientes Gn iterándolos en el tiempo, esto es, de las 
ecuaciones (24) y (25) se tiene al derivar con respecto al 
tiempo y después de expresar las derivadas como diferencias 
finitas, que: 
2 N ( J ) Tn (t+At) — Tn (t) + At £ an, j-1 Gol (t) ,n=l..,N (38) 
J = 1 
2N C 3 > 
Gn (t+At) = Gn (t) + At £ bn, J-l Gol (t) ,n=l,..,N-l. (39) 
J = 1 
En las ecuaciones anteriores, (38) y (39), se ha escrito la 
variable tiempo que se habia omitido hasta ahora, para 
evitar confusiones. 
El algoritmo que permite calcular las temperaturas y 
gradientes mediante la iteración, queda formado por las 
ecuaciones (33) , (34) , (35) , (36) (36) , (37), (38) y (39) . 
v . ) CÁLCULO OE PARÁMETROS. 
Se hace un resumen de todos los parámetros 
definiciones que a lo largo del desarrollo se formularon, 
se enlistan los datos para generarlos, 
v . I ) DATOS. 
Para n=l,2,...,N 
Lfi, Cpn, pn, kn y hn 
v.2) DEFINICIÓN DE TÉRMINOS 
Para n=l,2,...,N 
Xn=kn/ ( pn*Cpn ) 
Dn—Líí*pn* Cpn 
ocn=lÜ/Xn 
Rn=kn/( I«*hn) 
R=l/ho 
0O=(Li/LN) (Joj/ki) 
01=1 
/3i+i= (Lt+i/Li) (ki/ki+i) con 1= 1,2,...N-i 
V . 3 ) INICIACIÓN DE LOS COEFICIENTES. 
Para j=0,1,2,...,2N 
_ ai1 , aiJ a.,j = R o ^ ^ + 
i. t, ai J , ai J b,'< = R l >(2^TT! + T25T 
Para i=0,1,2 , . .. , j 
ao, j-1=0 
bo, j-¡=<5 JI 
. 4 ) GENERACIÓN DE LOS COEFICIENTES. 
Para n=l,2,. . . , N 
Para j=o,l,2,...,2N 
Para 1=0,1,...fj 
f l * b = a n ( a n - l ( j - i + Rn-! bn-l,J-l) 
f2«b=/3n C(n bn-l,J-l 
So,l=í ° P a r a 1 = 0 L l para i*o 
S 0 Í J = F ? P A R A J=° L 1 para j*o 
Í ( - B i t i + T ^ I T . ) 
i = 0 
J 
hr, I- V f S o ' 1 f 1 at> f 2»b 
t =0 
J 
(21) 
V ( f l a b f 2 a b > >J .L \ (21+1)(21+2)1 J 
Sj= £ DN C n , j-1 
i = 0 
N 
I 
n= 1 
Para n=l,2,. .. ,N 
Para j=0,l,...,2N 
feg=Ll/kl£ Ds Cs, J-1 
s=l 
en, J=So, J an, J - an, o f «g }• 
gn, j=So,J -{bn.J - bn.g f eg 
V i . ) ALGORITMO GENERAL. 
El siguiente algoritmo general permite calcular, por 
iteración en el tiempo, las temperaturas Tn(t) y los gra-
dientes Gn(t) a partir de las condiciones iniciales. 
vi.o.) DATOS 
a) los parámetros del capitulo V. 
b) Ta 
C) Tgft) 
vi. o -1. ) CONDICIONES INICIALES. 
Tu (0) , n=l,2,..,N 
Gn (0) , n=l,2,...,N—1 
GN(0) = [Tg (0) - TN(0)]/RN 
V I . 3 . ) SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES. 
Conocidas las temperaturas Tn(t) y los gradientes 
Gn (t) al tiempo t, se resuelve el siguiente sistema ljL 
neal de ecuaciones, formado por (35) y (36). 
2N (J) 
¿en, i Gol (t) = Tn (t) - an.o £o GN (t) - Ta 
J = 1 
2N (j) 
¿ gn, jGol(t) = Gn (t) - bn.o £o GN (t) 
J = 1 
vi. 4 ) ITERACIÓN DE LA TEMPERATURA T Y EL GRADIENTE G„ ' n n 
( 1 ) ( 2 ) í 2 NJ 
Con el vector solución (Gol, Goi, . Goi) , obteni 
do del sistema de ecuaciones lineal anterior, se calcu 
lan Tn (t+At) y Gn (t+At) al tiempo t+At, donde At es el 
incremento en el tiempo, mediante las ecuaciones (3 8) y 
2N ( J ) 
Tn (t+At) —Tn (t J + At £ an,J-l Gol (t) , n=l,2,...,N 
J = 1 
2N ( J ) 
Gr.(t+At)=Gn(t) + At £ bn, j-1 Gol (t) , n=l,2, . . . , N-l 
J«1 
v i . 5 ) CÁLCULO DEL GRADIENTE G„ 
Usando TN(t+At) se calcula Gh(t+At) dada por (28): 
GN(t+At) = [Tg(t+At)-TN(t+At) ] /RN 
v i . 6 ) ITERACIÓN DEL GRADIENTE GO1 
Mediante los valores de Gw(t) y el vector solución 
se calcula Goi (t), dada por la ecuación (32), al tiem-
po t. 
Gol (t) — fio GN(t) ^ £ Sj Gol (t) 
1 J =i 
v i . 7 ) CÁLCULO DE LA TEMPERATURA T0[1 
De la ecuación (19-1) se tiene para n=l: 
Toi (t+At) = Ta + Ro Gol (t+At) 
y para n=s2 , .. , N 
Ton (t+At) = Tn-l (t+At) + Rn-1 Gn-1 (t+At) 
v i . 8 ) REPETICIÓN DEL CICLO. 
Con las temperaturas Tn(t+At) y los gradientes 
Gn(t+At) se calcula el nuevo vector solución 
( 1 ) (2) ( 2 N ) 
(Goi, Gol, . . . , Gol) , repitiendo en cascada los inci-
sos correspondientes, hasta obtenerse el estado estacio 
nario. 
El siguiente diagrama resume lo anterior. 
Datos 
Coeficientes 
Solucion del sistema lineal 
Iteración 
No Z', 
\ Termina -> 
Si 
Fin 
Del diagrama se tiene, que si se resuelve el sistema de 
ecuaciones lineales, se reduce el tiempo de cómputo 
proporcionalmente al número de operaciones realizadas por 
el método de Gauss-Jordan. En el siguiente tema se encuen-
tra el esquema para iterar la temperatura y el gradiente de 
ésta resolviendo el sistema de ecuaciones lineal 
algebraicamente para un caso particular, puesto que no 
es generalizable. 
VIH. ALGORITMO PARTICULAR. 
Cuando se resuelve el sistema de ecuaciones lineal 
(35) y (36) algebraicamente, el tiempo de cómputo para cal-
cular la temperatura se reduce notablemente, siendo menor 
que el tiempo consumido por la solución analítica. 
En el caso particular de tener dos capas en contacto 
térmico perfecto,, con Ta = 0 y Tg constante, se obtiene de 
la ecuación (24): 
« < J) 
£ an,J Gol = T-> - an.oGol (40) 
J=1 
y de la ecuación (25) 
4 < j) 
£ bri.J Gol - Gn - gn.oGol (41) 
J=1 
con n = 1,2. 
(J) Las soluciones Goi, obtenidas de (40) y (41) , que son 
funciones lineales de Ti, Tz, Gol, Gi y G2, se sustituyen 
en la ecuación de la temperatura del paso VI.4 del algorit-
mo, obteniéndose: 
Tn(t+At)= Tn (t) + At{ Dr., 1 *Tl (t) + Dn,2*T2(t) +. . . 
..+ Dn,3*Gol (t) + Dn,4*Gl(t) + Dn, 5*G2 (t) } (42) 
donde Dn,i son constantes dependiendo de los materiales. 
De (41) se obtienen dos ecuaciones donde se sustituyen 
(J > 
las soluciones Goi, obteniéndose dos relaciones lineales: 
Gi= f i (Ti, T2, Gol, G2) y G2= f2 (Ti, T2, Gol, Gi) 
que, al eliminar Gi de ambas se obtiene: 
Gol= D3,l*Tl + D3,2*TZ + D3,3*G2 (43) 
y al eliminar Goi: 
Gl= D4,l*Tl + D4,2*T2 + D4,3*G2. (44] 
Como las expresiones (43) y (44) son válidas para todo 
tiempo, se usarán para encontrar Goi y Gi al tiempo t+At 
como sigue: 
Gol (t+At) = D3,i*Ti (t+At) + D3,2*T2(t+At) +... 
. . . + D3,3*G2 (t+At) (45) 
Gi(t+At)= D4,i*Ti (t+At) + D4,2*T2 (t+At) +... 
... D4,3*G2(t+At) (46) 
donde G2 está dada por 
G2 (t+At) = h2*L2*( Tg - T2 (t+At) ) / k2 (47) 
Al iterar las ecuaciones dadas por (42) se obtienen 
las temperaturas al tiempo t + AtT con estos datos se 
encuentran Gol, Gi y G2, ecuaciones (45) , (46) y (47) , al 
tiempo t + At. El siguiente diagrama resume lo anterior: 
El tiempo de cómputo requerido por este algoritmo que 
llamaremos algoritmo particular, resulta ser menor que el 
empleado por la solución analitica, obtenida de la ecuación 
diferencial parcial de Fourier, cuando ambas se usan en el 
mismo problema. Si llamamos to al tiempo de cómputo 
consumido por el algoritmo particular, el tiempo empleado 
por la solución analitica resulta ser de 4 veces to y 8 
veces to cuando se usa el algoritmo general. 
El algoritmo particular fue usado como parte de un 
programa global que simula el proceso de reducción del 
mineral de hierro [3]. Los datos arrojados por el simulador 
fueron compatibles con los datos recopilados en planta 
validándose con esto este trabajo. 
VII I . ) SOLUCIÓN APROXIMADA VS SOLUCIÓN ANALÍTICA. 
para valorar el error debido al truncamiento de las se 
ries que expresan la temperatura y el gradiente, ecuaciones 
(33) y (34) , se comparan los conjuntos de puntos encontra-
dos con la solución aproximada con los puntos correspondíen 
tes obtenidos con la solución analítica para dos casos par-
ticulares, dados en los apéndices C y D. 
Se usarán dos criterios para calcular el error en la 
temperatura aproximada con respecto a la exacta. 
a).- El error estándar [4] expresado por la siguien 
te fórmula: 
donde Tei y Tai son las temperaturas exacta y aprox 
imada, y N el número de datos. 
b).- El error relativo [5] promedio en porciento 
definido por: 
Error - f ¡ ^  Ta'|l°°% ( 4 9) 1 = 1 
donde las barras indican valor absoluto. 
Con el error típico estádar se obtiene una desvia-
ción con respecto a la solución exacta expresada en °C. 
Con el error relativo se obtiene el promedio de la 
diferencia entre ambas temperaturas comparada con la tempe-
ratura exacta. 
Los datos usados para probar el algoritmo se encuentra 
en el apéndice E y corresponden al concreto aislante VSL-50 
y al concreto refractario KX-99 ambos materiales industria 
les. 
VII.1 PRIMER CASO. 
Como primer caso se usarán dos capas, figura 3, la pri-
mera será el aislante y la segunda el refractario. Las grá-
ficas se obtienen a partir de las siguientes condiciones: 
i).- Las conductividades térmicas se consideran 
constantes. 
ii).- Entre las capas se tiene contacto térmico per 
fecto. 
iii).- Las temperaturas Ta y Tg(t) se mantienen 
constantes e iguales a cero y novecientos grados 
centígrados respectivamente. El coeficiente de 
transferencia de energía calorífica ho entre el me-
dio ambiente y la cara de la primera capa, depende 
por un lado, de la temperatura, velocidad y propie-
dades del fluido [6], y por otra, de la forma, ru-
gosidad y temperatura de la superficie, por lo que 
se ha tomado como infinito para simplificar los 
cálculos. El valor del coeficiente de transferencia 
de calor entre la cara del refractario y el fluido 
que la calienta se toma de 200 W/m-K, por ser el 
valor promedio usado en el reactor donde se simuló 
la reducción del mineral de hierro. 
iv). Los espesores del aislante y del refractario 
se denotan por La y Lr respectivamente. 
Como escala del tiempo se usará el número adimensional 
de Fourier denotado por Fo y definido como 
Fo=X t/L2 (50) 
donde t es el tiempo en segundos, X es la difusividad térmi 
ca definida por 
X= K /(p Cp) 
y L siendo una longitud. Para comparar los valores de la 
temperatura y flujos de calor encontrados usando el algorit 
no y las soluciones analíticas de los apéndices c y D, Fo 
estará definido por la difusividad térmica del refractario 
y L por el espesor de la pared compuesta. Con los datos del 
apéndice E se obtiene la siguiente equivalencia: 
Fo=0.01 equivale a t= 609.54 seg= 10.15 min= 0.1692hr. 
VII .1.1.- TEMPERATURA APROXIMADA VS ANALÍTICA. 
A continuación se presentan las primeras tres figuras 
mostrando en cada una de ellas la gráfica de la temperatu-
ra aproximada y exacta contra el número Fo. Además se 
acompañan con sus correspondientes tablas las cuales mues-
tran los errores encontrados al comparar ambas curvas. 
VII.1.1.A.- Dos CAPAS. 
Las capas están formadas por los materiales mencio-
nados arriba y la figura 3 ilustra el arreglo. Con dos ca 
pas se tienen cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas con 
lo cual la temperatura y el gradiente dados por (38) y (39) 
se expresan por cuatro términos de la sumatoria, más un tér 
mino adicional que es el dato calculado anteriormente. 
h o h i h2 
Ta 
T2 
1—> T*(t) 
- i - < * 2 
• < < >\ 
Li L2 
Figura 3.- Dos capas en contacto térmico perfec-
to COn Ll=La y L2=Lr. 
En la figura 3, T2 representa la temperatura en la su-
perficie del refractario en contacto con el fluido que la 
calienta. Los flujos de calor por unidad de área y unidad 
de tiempo, a través de las superficies en contacto con el 
medio frió y el medio caliente, se representan por q^ y q^ 
respectivamente. 
En la figura 4 se muestran las gráficas de las tempera-
turas T2. En la tabla 4 se encuentran los errores de la 
curva aproximada por intervalos. 
600 -
900 
T 800 
E 
M 
P 
E 
R 
A 
T 400 -
U 
R 
A 200 H 
Aproximación por algori tmo 
Solucion anal i t ica 
0.2 0.4 0.6 
FO (Numero de Fourier) 
0.8 
Figura 4.- Gráfica de la temperatura Ta en función del 
tiempo. 
TABLA 4 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 47.5 ° C 4.58 % 
0.04 - 0.25 4.0 °C 0.33 % 
0.26 - 0.33 1.7 ° C 0.20 % 
0.34 - 1.0 0.3 °C 0.02 % 
De la tabla 4 se tiene que al principio cuando se empie 
za a calentar la pared, la temperatura aproximada tiene una 
desviación de 47°C con respecto a la analítica con un error 
relativo de 4.5% que es aceptable. 
VII .1.1.B.- TRES CAPAS. 
Con el propósito de disminuir el error entre ambas cur-
vas, se tomará cualquiera de los dos materiales como dos 
capas de igual espesor, teniéndose de esta forma un arreglo 
de tres capas. 
VII .1.1.B.1.- EL AISLANTE DIVIDIDO EN DOS CAPAS. 
Cuando en el aislante formamos dos capas de espesores 
La/2 cada una, y se mantiene el refractario como una sola 
capa de espesor Lr, figura 5, las expresiones (38) y (39) 
contribuyen con seis términos en la sumatoria, más el dato 
anterior. 
Ta 
ho hi h2 ha 
T3 
u 
Tg(t) 
Ll ' I % L2 ' ! * Ii3 J! 
Figura 5.- Tres capes en contacto térmico perfec 
to con Li=L2=La/2 y 1*3=Lr. 
En la figura 6 se muestran las gráficas de las tempera-
turas T3, aproximada y analítica, y en la tabla 6 los 
errores entre ambas por intervalos de Fo. 
T 800 -I 
E 
M 
P 
E 600 -
R 
A 
T 400 -I 
U I 
R 
A 200 
Solucion usando el algoritmo 
Solucion anal i t ica 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
Fo (Numero de Fourier) 
0.8 0.9 
Figura 6.- Gráficas de las temperaturas aproximada y 
exacta T3 cuando en el aislante se forman dos 
capas. 
T A B L A 6 . 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 16.60 °c 0.91 % 
0.04 - 0.25 2.52 ° C 0.27 % 
0.26 - 0.33 0.25 °C 0.07 % 
0.34 - 1.0 0.05 °C 0.002 % 
En la tabla 6 se observa que, al aumentar el número de 
términos en las sumas que expresan a las temperaturas, ecua 
ción, (38) el error correspondiente al primer intervalo 
disminuye notablemente. 
La otra posibilidad de dividir al refractario en dos ca 
pas de igual espesor. 
VI ! .1 .1 .B.2 . - EL REFRACTARIO DIVIDIDO EN DOS CAPAS. 
Se forman tres capas cuando se considera el aislante 
como una sola capa de espesor La, y el refractario forma 
dos capas de espesor Lr/2 cada una. 
La figura 7 muestra una curva donde se sobreponen la 
gráfica de la temperatura exacta y aproximada T3. La tabla 
7 contiene la información de los errores producidos por in-
tervalo AFo. Se observa en la tabla la disminución notable 
del error en el primer intervalo de tiempo, esto se debe a 
que, los términos de la sumatoria de la ecuación (38) con-
tribuyen en forma diferente por efecto de los datos de la 
segunda capa, siendo los órdenes de magnitud mayores cuan 
do la segunda capa pertenece al refractario. 
De las tablas 4, 6, y 7, se tiene que la temperatura 
encontrada mediante el algoritmo para tiempos equivalentes 
a 0.01 de Fo (10.15min) en adelante, el error encontrado al 
comparar las curvas es menor del 5%, siendo una buena apro-
ximación . 
Solucion mediante algoritmo y analit ica 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
F o (Numero de Fourier) 
0.8 0.9 
Figura 7. - Gráficas de las temperaturas aproximada y 
exacta T3 cuando en el refractario se forman 
dos capas. 
T A B L A 7 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0 . 0 1 - 0 . 0 3 0 . 6 0 °C 0 . 0 7 % 
0 . 0 4 - 0 . 2 5 0 . 1 9 °C 0.01 % 
0 . 2 6 - 0 . 3 3 0 . 0 8 ° C 0 . 0 0 3 % 
0 . 3 4 - 1 . 0 0 . 0 5 °C 0 . 0 0 0 2 % 
VIII. 1 . 2 . - FLUJO DE CALOR APROXIMADO VS FLUJO EXACTO. 
£n este punto se presentan los flujos de calor a través 
de las superficies externas del aislante y refractario, 
junto con las tablas que agrupan los errores encontrados al 
comparar el flujo aproximado con el exacto. 
VI I I . 1 .2 .A . - GRÁFICAS DEL FLUJO 
paralelamente con los perfiles de las temperaturas cal-
culadas y mostradas en las figuras anteriores, en las figu-
ras siguientes se grafica el flujo de energía calorífica 
por unidad de área y unidad de tiempo, q . o 
En la figura 4.a, se muestran las gráficas de q , y la o 
tabla 4.a, los errores encontrados al comparar ambas curvas 
cuando se tienen dos capas. 
La figura 6.a, muestra las gráficas de los flujos 
exacto y aproximado cuando se tiene dos capas en el ais-
lante y una en el refractario, donde a partir de 0.17 de Fo 
el error encontrado es menor del 10%. 
Y por último, en la figura 7.a, se tiene la gráfica de 
q cuando se tiene una capa en el aislante y dos en el re-0 
fractario. 
W/m 
F o (Numero de Fourier) 
Figura 4.a.- Flujo calorífico de la solución analiti-
tica y aproximada q en la cara exterior del o 
aislante, cuando se tiene dos capas. 
T A B L A 4 . a W / m 2 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 1438 3667474% 
0.04 - 0.1 363 7411% 
0.11 - 0.25 304 39% 
0.26 - 0.33 172 10% 
0.34 - 1.0 35 1% 
W/m 2 
F o (Numero de Fourier) 
Figura 6.a.- Gráficas del flujo calorífico usando la 
» solución analítica y aproximada q , cuando O 
se tiene dos capa en el aislante y una en el 
refractario. 
TABLA 6.a W /m2 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 102 .7 243615% 
0.04 - 0.1 43.0 96.5% 
0.11 - 0.25 65.8 8 . 9% 
0.26 - 0.33 19 . 7 1.1% 
0.34 - 1.0 3 .1 0.1% 
F o ( Número de Fourier) 
Figura 7.a.- Gráficas del flujo exacto y aproximado q . o 
cuando se tiene dos capas en el refractario 
y una en el aislante. 
T A B L A 7 . a 
intervalo 
LFo 
W /m' 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 
0.04 - 0.1 
0.11 - 0.25 
0.26 ~ 0.33 
0.34 - 1.0 
6138.1 
170.1 
81.7 
43.2 
8.5 
309548% 
4014% 
10. 6% 
2 . 0% 
0.2% 
De las tablas 4.a, 6.a y 7.a se tiene que en el inter-
valo Fo so. 11 se detectan grandes errores en el flujo 
aproximado debido a la oscilación que sufre por la falta de 
convergencia de la serie (32) cuando se trunca a 2N térmi-
nos. Los flujos de calor para Fo menores que 0.11 no podrán 
ser usados como datos, además este flujo no es de importan-
cia como lo es el flujo de calor establecido entre la super 
rficie fría del refractario y el gas caliente, que es el 
siguiente punto a tratar. 
VIII. 1 . 2 . B . - GRÁFICAS DEL FLUJO % Y 
£1 flujo de energía calorífica entre el gas caliente y 
la superficie fría del refractario, es de importancia debi-
do a que, esta energía no es aprovechable si es que debe 
usarse para activar procesos, como el de la reducción direc 
ta, mediante ella. 
Las gráficas de ^ y ^ se muestran en las siguientes 
figuras. 
La figura 4.b muestra la gráfica del flujo c^ en la ca-
ra externa del refractario, cuando se tienen dos capas. 
La figura 6.b tiene las gráficas del flujo ^ cuando se 
tiene tres capas, dos en el aislante y una en el refracta-
rio. 
Y en la última figura 7.b, se encuentran las gráficas 
de q , cuando se tienen tres capas, una en el aislante y 3 
dos en el refractario. 
3 2 
x10 W/m 
Fo ( Numero de Fourier) 
Figura 4 .b . - Gráfica del f l u j o de calor exacto y 
aproximado q2, a través de la superficie del 
refractario en contacto con el gas caliente, 
cuando se tienen dos capas. 
T A B L A 4 . b W /m' 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 9514 20.7% 
0.04 - 0.25 801 9.5% 
0.26 - 0.33 
0.34 - 1.0 
341 
57 
8 . 6 % 
1.6% 
x103W/m2 
40 "i 
Solucion analít ica 
Solucion aproximada 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
F o (Numero de Fourier) 
0.8 0.9 
Figura 6.b Gráfica del flujo de calor exacto y 
aproximado c^, a través de la superficie 
del refractario en contacto con el gas ca-
liente, en el caso de tener dos capas en el 
aislante y una en el refractario. 
T A B L A 6 . b w/m' 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
o.oi - 0.03 3320 4.8% 
0.04 - 0.25 
0.26 - 0.33 
0.34 - 1.0 
550 
149 
64 
5.3% 
3 • 8% 
2 . 8 % 
FO (Número de Fourier) 
Figura 7 .b . - Gráfica del flujo de calor exacto y 
aproximado q3, a través de la superficie 
externa del refractario en el caso de tener 
una capa en el aislante y dos en el refrac-
tario. 
T A B L A 7 . b W/m2 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 121. 0 0.3% 
0.04 - 0.25 39.0 0.2% 
0.26 - 0.33 7.7 0.1% 
0.34 - 1.0 1.6 0. 04% 
Los flujos más críticos se encuentran para Fo menor de 
0.04 en la tabla 4.b que corresponden a q^, y para q3 los 
fluj os críticos corresponden a Fo menor de 0.01, esto es, 
después de 10 minutos de operación los datos son confia-
bles; esto es debido a que los flujos heredan la estabili-
dad de las temperaturas por estar definidos por la ecuación 
(28) . 
Vili.2.- SEGUNDO CASO. 
Cuando es necesario tomar en cuenta los cambios de la 
conductividad térmica con la temperatura, la ecuación 
diferencial parcial de Fourier pasa a ser no lineal, con lo 
cual, la solución analítica se vuelve difícil o imposible 
de encontrar. 
Con el algoritmo es posible dar una solución aproximada 
cuando se toma en cuenta los cambios en la conductividad 
térmica, por intervalos de temeratura pre-definidos. 
Las gráficas que se presentan corresponden al caso de 
tener dos materiales en contacto térmico: a) el aislante, 
en el cual se mantiene constante la conductividad térmica, 
y £>) el refractario donde se caiibia la conductividad con la 
temperatura; la tabla del apéndice E contiene los interva-
los de la temperatura y los valores de la conductividad tér 
mica usados para encontrar las gráficas que a continuación 
se presentan. 
Por no contarse con la solución analítica en este caso, 
en la figura 8 se grafican las temperaturas Tz aproximadas 
cuando la conductividad térmica cambia con la temperatura y 
por otro lado, cuando se mantiene constante. En la tabla 8 
se muestran los errores encontrados al comparar ambas tempe 
raturas, observándose que no afecta, en este caso particu-
lar, mantener constante la conductividad térmica del refrac 
tario. 
c 
F o (Numero de Fourier) 
Figura 8.-Gráfica de las temperaturas T2, cuando se 
mantiene constante la conductividad térmica 
del refractario y cuando ésta cambia con la 
temperatura. La conductividad del aislante se 
mantiene constante 
TABLA 8. 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.0 - 0.02 16.8 °c 4.12 % 
0.02 - 1.0 2.3 °C 0.18 % 
W / m 2 
2 1 0 0 - -
F 
L 
U 
J 
q 1400-
D 
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Figura 8.a.-Flujos de calor q en dos capas cuando la o 
conductividad del refractario cambia con la 
temperatura. 
T A B L A 8 . a W /m2 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.0 - 0.02 8314 213% 
0.03 - 0.09 889 142% 
0.1 - 0.4 261 20% 
0.41 - 1.0 21 0.9% 
Los flujos de calor se presentaron en las figuras 8.a y 
8.b, se observa que el flujo de calor hacia la pared del 
refractario en contacto con el medio caliente, tiene 
comportamiento aceptable. 
Grafica manteniendo la conduct iv idad constante 
Grafica variando la conduct iv idad térmica 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
F o (Numero de Fourier) 
W / m 2 
Fo (Numero de Fourier) 
Figura 8.b,-Flujos de calor q^ en dos capas cuando la 
conductividad del refractario cambia con la 
temperatura. 
TABLA 8 . b 
W / m ' 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0 . 0 - 0 . 0 2 3362 6 . 9% 
0.03 - 0.09 
0 . 1 - 0 . 4 
0.41 - 1.0 
8 2 8 
736 
102 
3.9% 
12 . 2% 
3 . 8% 
VIH.3.-TERCER CASO. 
Cuando la temperatura Tg(t) cambia con el tiempo, la 
solución analítica se encuentra usando Green. 
La solución mediante la función Green, cuando se tiene 
un solo material se encuentra en el apéndice C. 
Como tercer caso se considera que la temperatura Tg(t) 
cambia con el tiempo linealmente, esto es Tg(t)= -0.01t+900 
y el material usado es el refractario, en el cual se forman 
dos capas con conductividad térmica constante. 
En la figura 9, se muestran las gráficas de las tempe-
raturas, y en la tabla 9 se agrupan los errores como resul-
tado al comparar las dos curvas. 
La figura 9. a se muestran las gráficas de los fluj os 
analítico y el aproximado mediante el algoritmo en la cara 
en contacto con el medio caliente. 
De las tablas 9 y 9.a se observa que el error relativo 
promedio es menor del 10% , teniéndose una buena aproxima-
ción tanto en las temperaturas como en el flujo de calor. 
o c 
Fo (Numero de Fourier) 
Figura 9.- Gráfica de la temperatura cuando Tg(t) cam-
bia linealmente con el tiempo y se tiene el 
refractario como único material. 
T A B L A 9 . 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 27.0 °C 0.47 % 
0.04 - 0.22 3.6 °C 0.44 % 
0.23 - 0.51 2.8 °C 0.39 % 
0.52 - 1.0 1.1 °C 0.25 % 
3 2 
x10 W/m 
F o (Numero de Fourier) 
Figura 9.a.- Gráfica de los flujos de calor a través de 
la cara en contacto con el medio caliente cuan 
do la temperatura Tg(t) cambia linealmente 
con el tiempo. 
T A B L A 9.a W/m2 
intervalo 
AFo 
Error 
estándar 
Error 
relativo 
0.01 - 0.03 5349.0 2.63 % 
0.04 - 0.22 660.7 7.15 % 
0.23 - 0.51 488.5 9.67 % 
0.52 - 1.0 163 . 9 7.40 % 
IX,) CONCLUSIONES. 
La forma empleada en el cálculo de la temperatura y 
del flujo de calor usando el algoritmo encontrado, presenta 
las siguientes características : 
1. Calcula la temperatura y el flujo de calor a 
través de una pared formada por N capas, en el 
estado transitorio. 
2. Acepta cambios en la conductividad térmica, por 
intervalos de temperaturas, cuando sea función de 
ésta. Esto se logra actualizando los parámetros con 
el nuevo valor de la conductividad térmica, e 
iniciar el algoritmo con las últimas temperaturas y 
gradientes calculados con el anterior valor de la 
conductividad térmica. 
3. Toma en cuenta los cambios de la temperatura del 
medio que calienta al sólido, cuando ésta sea 
función del tiempo. 
El algoritmo general presenta las siguientes ventajas 
con respecto a la solución analítica de la ecuación de 
Fourier: 
1. No requiere eigenvalores, evitando el cálculo 
de éstos. 
2. Acepta cambios en la conductividad térmica con 
la temperatura sin tener que resolver una ecuación 
diferencial parcial no lineal. 
3. Evita resolver la ecuación diferencial parcial 
de Fourier de forma general para N capas. 
4.-Evita resolver la función de Green para N capas. 
5. Es sencillo de programar y de instalar en otros 
programas que lo necesiten. 
5. Es sencillo de programar y de instalar en otros 
programas que lo necesiten. 
Las desventajas son: 
1. El tiempo de cómputo es mayor que el de la 
solución analítica. 
2. Se obtienen buenos valores aproximados de la 
temperatura y del flujo de calor entre el gas 
caliente y la pared fría en contacto con el gas. 
El algoritmo particular que se obtiene para un número 
fijo de capas, tiene las siguientes ventajas frente a la so 
lución analítica: 
1. Todas las anteriores del algoritmo general, pero 
con N fija. 
2. El tiempo de cómputo es menor, en igualdad de 
circunstancias, que el empleado por el algoritmo ge 
neral o por la solución analítica. Esto se debe, a 
que no requiere la solución del sistema de ecuacio-
nes lineales. 
Tiene las siguientes desventajas: 
1. No es generalizable. 
2. Se obtienen valores aproximados de la tempera-
tura y del flujo de calor. 
El algoritmo particular, por su rapidez de cálculo, se 
implemento en un programa global que simula el proceso de 
reducción del mineral de hierro. Los resultados teóricos 
obtenidos mediante el simulador, concordaron con los 
recopilados en planta, validándose de esta forma la método 
logia de la simulación y con ésto el algoritmo para calcu-
lar la temperatura y el flujo de calor. 
Los errores relativos promedios de las temperaturas 
aproximadas, calculadas usando el algoritmo, fueron menores 
del 10%. 
Con respecto al flujo de calor que sale de la pared, 
debido a la falta de convergencia de la serie (32) , éste 
manifiesta oscilaciones produciendo grandes errores al 
principio, haciéndose más estable conforme la variable tiem 
po aumenta. El flujo de entrada dado por la ecuación (37) 
es más estable produciendo errores aceptables a partir de 
0.01 del número de Fourier en general. 
APENDICE A. DEMOSTRACIÓN DE LA CONVERGENCIA. 
En el tema V.2) Criterio de convergencia se afirma que 
las expresiones ( 2 n + 1*' ( 2 n + 2y *2 Y J- 2 n + 2H2n+3) ^ S ° n 
menores que la unidad para n>r. En este apéndice fundamen-
taremos lo anterior. 
a i z Primero demostraremos que (2n+l)(2n+2) x < 1 P a r a 
n>n. 
a l s <1 ser x (2n+l)(2n+2) (2n+l)(2n+2) 
de donde — ^ < n2 + ( — n + 2) , por ser ai y n >0 
Al graficar las funciones f(x)=x2 y 
3 g(x) = x + 2 se aprecia que g(n)<f(n) para n>2, 2 
(YL 2 3 2 =» — £ — < n + n + 2) < 2n , para n>2 
n> 
llamando a ri=máx-{ 2, J K s e tiene 
A I 2 , x < 1, si n>n. 
que 
(2n+l)(2n+2) 
De igual forma se obtiene para (2n+2"(2n+3) c*ue 
cc i 
(2n+2) (2n+3) < L s i n > r 2 d o n d e 
P o r t a n t o T ^ r r y W ^ y * 2 < 1 Y T2ñ+2yi2HT3y * 2 < 1 s i n ? r* 
con r=máx-{ ri, r2 }• 
L . Q . D . 
APÉNDICE B. DEMOSTRACIÓN DE LAS IDENTIDADES. 
(O CO « I 
£ £ b i CI+J = £ c j - { £ a i b j - i } 
J=0 1=0 j=o 1=0 
ta 00 
( B - 1 ) 
= X A J - ¡ I B L ~ J C11- ( B - 2 ) 
J=0 1=J 
00 00 CO 00 
Z Z b i CJ+1l- = I a J - l Z b i - J c i j - ( B - 3 ) j = l 1=0 j = l 1=J 
= £ £ ai bj-i J- ( B - 4 ) J=1 1=1 
Demostración de (B-1) 
CO CO 
^ bi Ci.j}- ^aofbo co + bi ci + b2 C2 + ..) + 
J = o i=o 
+ ai(bo ci + bi C2 + b2 C3 + ..) + 
+a2(bo C2 + bi C3 + b2 C4 + ..) 
+ etc. 
agrupando y factorizando las c's se tiene 
co co ai 1 
Z a-H Z bi ci+j y = £ cj-{ £ ai bj-i f-
j=0 1=0 J = O 1=0 
Demostración de (B-2) 
00 » 09 
£ aj-{ ^ bi cj+i [ =Yi ci + b* CJ+1 + b2 cj*2 + . . . ^ 
j = O 1=0 j = o 
co co = Z Z b i _ j c i 
J =0 1=J 
(B-3) y (B-4) se demuestran de forma similar. 
APÉNDICE C- SOLUCIÓN ANALÍTICA PARA EL CASO DE DOS CAPAS. 
Qos sólidos homogéneos e isotrópicos, semi-infinitos de 
espesores n y L2 en contacto térmico, se encuentran ini-
cialmente a la temperatura Ta. Los coeficientes de transfe-
rencia de calor son; ho en x'-0, hi entre ambos y h2 en 
x' =Li + L2. La temperatura en x'<<0 es Ta y en x' >>Li + L2 
es Tg, Figura C. 
ho h 1 h2 
Ta capa 1 capa 2 Tg 
N ) 
Figura C.- Dos sólidos en contacto térmico. 
Denotando la temperatura del sólido 1 por Ti(x',t) y 
para el sólido 2 por T2(x"',t). La solución se escribe como 
Ti (x' , t) =Tei [x' ) +Tu {x' ,t) para Os x' £ Li 
T2(x' ,t) =Te2(x') +Tt2(x',t) para Lis x' * L2 
donde Tei (x') es la temperatura estacionaria y Tt¡(x',t) la 
temperatura transitoria. 
Mediante el siguiente cambio de variable x-x'/L para el 
sólido 1 y x-=(x-'-Ll)/L, donde L=Li+L2; para el sólido 2, se 
escriben las temperaturas como 
Ti (x, t) =Tei (*)+Tti (x, t) para Os x s Li/L 
T2(x,,t)=Te2(x,)+Tt2(*,t) para 0 s x £ L2/L 
C.1) ESTADO ESTACIONARIO. 
Ecuación de Fourier 
aK2T«(x)=íO 
1. - CONDICIONES FRONTERA. 
a).-
b).-
c).-
(ki/L) axTei(x) | = ho(Tei(x)-Ta) | 
X = 0 X «o 
( k i / L ) 3xTei (x) | = (kz/L) axTe2(x) 
x-Ll/L . v 
= hi (Te2(jc) | -Tei (jr) |) 
X = L 1 / L 
(k2/L) 3xTe2 (AT) I = h2(Tg-Te2(x) ) | 
* = L 2 / L X = L 2 / L 
SOLUCIÓN. 
donde 
T«t(x)=ai+bi x , os x £ Li/L 
Te2(X)=a2+b2 X , Os X 3 L2/L 
ai « Ta + (Tg-T») 7 Ro 
az = Ta + (Tg-Ta) 7 (Ro + Ri+ Li/L) 
bl = (Tg - Ta) y 
b2 = (Tg - Ta) y kl/k2 
7 = l/( (Ri+Li/L) + (R2+L2/L) ki/k2 + Ro) 
Ro = ki/(ho L) 
Ri = ki/(hi L) 
R2 = k2/(h2 L) 
C . 2 ) ESTADO TRANSITORIO. 
Ecuación de Fourier 
* a * 2 T t ( ^ t ) = a t T t ( j f í t ) 
1.- CONDICIONES FRONTERA. 
( ta/L) M t . ( x f t U e - h 0 „ 
X ± , 
a).-
' SE ¿O "•»• " {X,Z) 
io 
b). - (Jci/L) a*Tti(*,t) I a 
* ' I (JC2/L) 3 x T t 2 ( * , t l I 
* = i. 1 / v ' ' I 
= h l ( T t 2 ( X , t ) | - T u ( x , t ) | ) 
c ) - - ( k 2 / L ) ^ ( x , ^ ! = _ h 2 T t 2 ( * ; ; t ) ) l 
* ~ 0 x = L 1 /L 
x = L 2/L 
2 . - CONDICIÓN INICIAL. 
d) Tt(x,o) = T a _ Te(jr) 
para e [0,Li/L] u [0,La /L ] 
SOLUCIÓN. 
co 
Tti (x, t) =R (Tg-Ta)^An gm(x) EXP(-K2 t a^ /L2) ,0 * * S L L / L 
Tt2(jr,t)«r(Tg-Ta)}An g2n(x) Exp (-Xz t an /L2) ,0 < X < L2/L 
n = 1 
con 
gin(AT) = Sen(<W «2/Xl X) + Bn COS(anV/ K2/K7 X) 
g2n(x) =Cn Sen(an X") + Dn Cos (an *) 
Bn = Ro an VK2/X1 
Cn = (ki/Kz)V K2/K1" «¡ Cos (an Li/L V~X2/Xi ) 
. . - Ro an • K2/K1 Sen (an Li/L v' Xs/Xf ) 
Dn = Ofn / Kz/Kl (Ro + Ri) COS (an H / L V Xz/Xl )+.. 
..+ t l-Ro Ri] CcíoV^aTlíT)2] Sen (an U/hV XZ/K7 ) 
An s= 2 (Ni + N2)/(Di + D2) 
Ni = Fi Cos (oín Li/LO?i7KT ) + F z Sen (an U/U/ KZ/XT ) + p; 
N2 = X-{F4 Cosftfn L2/L) + F5 Sen (an L2/L) + Fe 
Di = Fr Sen (2«n Li/LyTKz/X\) + Te Cos(2an Li/LV" Hz/Xi) + 
D2 = y-{ Fio Sen (2tfnL2/L) + Fu Cos (2anL2/L) + F12}. 
F I = Ro +L1/L - Bn/ (oín y/~RÍ/K\ ) 
F2 = -(Ro + Li/L ) Bn - l/(an • Kz/KY ) 
F3 = -Ro + Bn/ (Oín V K2/KÍ ) 
F4 = Kz/Kl] [Ro + Rl + Ll/L] Cn + kl/k2[L2/L Cn - Dn/an ] }. 
Fs = l/ X2/Kl'-{-[Ro + R I + Ll/L] Dn - kl/k2[Cn/an -L2/L Dn] 
FE = • X2/KI"-(-[RO + RL + Ll/L] Cn + (KT/K2) (DN/an) }-
F7 = 0.5(Bn - 1) 
F8 = -Bn 
F9 = Ll/L • K2/K1 «n( 1+ Bn ) + Bn 
FIO = 0 . 5 / Kz/Ki ( Dn - Cn ) 
F11 = -V Kz/Ki Cn Dn 
F12 = V Kz/Kí •{ (L2/L)0(n [ el + DÍÍ ] + Cn Dn }• 
y las an soluciones de la ecuación de eigenvalores 
(anR2Cn + Dn) Cos(0ínL2/L) + (Cn - R20CnDn) Sen(anL2/L) = 0 
APÉNDICE D. SOLUCIÓN PARA UNA SOLA CAPA MEDIANTE GREEN. 
Un sólido, homogéneo e isotrópico, semi-infinito de es-
pesor L, con una conductividad y difusividad térmicas k y X 
respectivamente, se encuentra inicialmente a temperatura 
Ta. La temperatura en x- « 0 es constante e igual a Ta. 
Súbitamente se le pasa un fluido a temperatura Tg(t) 
variable en el tiempo en la región x'>L. Los coeficientes 
de transferencia de calor son ho en x'=0 y hi en x'=L, 
figura D. 
ho hi 
Ta 
: <-
Tg(t) 
> X • 
Figura D.- La temperatura Tg(t) cambia con el 
tiempo 
La solución dada a continuación es para el siguiente caso: 
Tg(t) = DTg t + Tg 
SOLUCIÓN. 
T(x,t) = 2 Ai(0)gi (JC)-JI - EXP(-*cn2t/L2) } +. . 
1 = 1 af 
® _ 
..- 2 Ai(l)gi(x)-{Fg(t) + Fg EXP(-*0fi2t/L2) } +.. 
00 
. .+2To£ai gi(x) EXP(~Xo;i2t/L2) \ 
i =1 01 
i =i 
donde 
gi (x) = Sen (ai x) + ai Ro Cos(ai x) , con Os x si 
Ai (0) = at/Di 
Di = 1+Ro + (Rooti) 2+ Ri 1 + <Ro a 0 l 1 + (Ri ai) 
Ai(l) = ai-] Cos (ai) - Ro ai Sen(ai) }• / Di 
Ai = •{ 1 - Cos(ai) + Ro ai Sen(ai) y / ( Di ai) 
Fg(t) = Tg(t) - L2/(K ai2) DTg 
Fg = L2/(X ai2) DTg - Tg 
Ri - k/(L hi) , i = 0,1. 
y las ai soluciones de la ecuación de eigenvalores 
ai(Ro + Ri) Cos (ai) + (1 - Ro Ri ai2)Sen(ai) = 0 
APEÑDICE E. DATOS. 
|_as siguientes tablas contienen los datos del concreto 
aislante VSL-50 y del concreto refractario KX-99. 
TABLA l : E L A I S L A N T E 
ESPESOR 
La 
DENSIDAD pa CAPACIDAD CALORÍFICA Cpa 
0.1016iti 800Kg/m3 1154.26 Julios/Kg-°C 
CONDUCTIVIDAD TÉRMICA (ka) VS TEMPERATURA (T) 
W /m-°C °c 
k T k T k T 
0 .209 
0.235 
01 242 
0. 256 
204 
260 
315 
371 
0.255 
0.261 
0.267 
0. 268 
426 
482 
593 
648 
0. 269 
0.271 
0.271 
0. 271 
704 
760 
815 
871 
TABLA 2 : E L R E F R A C T A R I O 
ESPESOR 
Lr 
DENSIDAD 
pr 
CAPACIDAD C A L O R Í F I C A 
Cp r 
0.0762m 2355.77 Kg/m 3 1178.72 Julios/Kg-°C 
CONDUCTIVIDAD TÉRMICA (kr) VS TEMPERATURA (T) 
W / m - ° C °C 
k T 
1. 06 
1. 185 
1. 311 
1. 440 
426 
648 
871 
1093 
Di , j 
Y 1 2 3 4 
i -3.04 560GE—4 8 . 681844E-4 -1.760188 2.267650 
2 1.7118 3 4E-5 -1.377545E-3 2.497797 -1.146750 
3 6.466493E-5 2.563176E-4 -.6204318 0.283406 
4 4.970088E-5 3.558828E-4 
5 -3.599574E-5 6.462376E-4 
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